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Samenvatting: Graaf isomorfisme (Engels: graph isomorphism) is een be-
langrijk probleem in de informatica. Bij dit algoritmisch probleem zijn twee
grafen gegeven en de vraag is of er een functie bestaat die de ene graaf
afbeeldt op de andere graaf, waarbij de lijnen behouden zijn.

Figuur 1: Twee grafen die niet isomorf zijn.

Het is nog onbekend of er een efficiënt (dat willen zeggen: polynomiaal)
algoritme bestaat dat beslist of twee grafen isomorf zijn. Toch zijn er tools
die dit probleem vaak snel kunnen oplossen, zoals nauty [MP14]. Één
van de stappen in het algoritme van nauty is het verfijnen van partities
(Engels: partition refinement). Recentelijk is er een nieuw algoritme voor
partitieverfijning [JW23] en de vraag is of graaf isomorfisme ook sneller kan
met dit nieuwe algoritme.

Voor een bachelor-project ligt de focus vooral op het vergelijken (bench-
marken) van de bestaande tools. Hiervoor zullen wel enkele artefacten
geïmplementeerd moeten worden, bijvoorbeeld om de inputs te converte-
ren en de tools te draaien. Voor een master-project zal er daarnaast ook
een theoretisch component zijn. Zo kan graaf-isomorfie ingezet worden
om isomorfie van hyper-grafen, “designs” en meetkundige objecten aan
te tonen. Daarvoor is dan wel een reductie nodig. Aan de andere kant is
de boa tool generiek in het type coalgebra. Het is nog onduidelijk hoe de
partitieverfijning van zulke objecten zich verhoudt tot de grafen die erbij
horen.
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Achtergrond

Grafentheorie

Een graaf G bestaat uit een verzameling punten V (voor vertices) en een
verzameling lijnen E (voor edges). Een lijn is een deelverzameling van V
met precies twee elementen: het beginpunt van een lijn en een eindpunt.

Als we twee grafen G1 = (V1, E1) en G2 = (V2, E2) hebben, kunnen we ons
afvragen of ze “hetzelfde” zijn. De technische term hiervoor is isomorfie.
Twee grafen zijn isomorf als er een functie f : V1 → V2 bestaat zodat:

1. f bijectief is, en
2. voor alle u, v ∈ V1 geldt {u, v} ∈ E1 ⇐⇒ { f (u), f (v)} ∈ E2.

In figuur 1 zien we twee grafen. Sommige aspecten van de grafen zijn gelijk:
ze hebben evenveel punten en elk punt heeft dezelfde graad (namelijk
2). Maar andere aspecten zijn verschillend, zo is het aantal componenten
duidelijk anders: de linker graaf is samenhangend en de rechter graaf niet.
Deze grafen kunnen daarom niet isomorf zijn.

Graaf isomorfie komt in vele vakgebieden voor. Zo wordt het gebruikt
bij het vergelijken van moleculen, het verifiëren van electronische circuits,
enzovoorts. De complexiteit van het graaf isomorfie probleem is nog niet
opgelost: het zit zeker in NP, maar we weten niet of het in P zit én we
weten ook niet of het NP-volledig is. Algoritmes die voor de meeste grafen
efficiënt werken bestaan wel, zoals de tools nauty [MP14], Traces [Pip08]
en bliss [JK12].
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Figuur 2: Grafen kunnen ook groot zijn, en dan wordt isomorfie complex.
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Partitieverfijning

Een van de subroutines in nauty is het zogenaamde partitieverfijnen. Hier-
bij proberen we de punten van een graaf te kleuren, afhankelijk van de
eigenschappen die ze hebben. Punten met verschillende graad krijgen bij-
voorbeeld ook een andere kleur. Een isomorfisme zal altijd die kleur moeten
behouden, en dus wordt de zoekruimte naar een isomorfisme kleiner als we
de kleuren precies kiezen.

Deze methode werd uitgevonden in de context van grafentheorie [WL68],
maar ook in de context van automatentheorie [Moo56].

De eerste die een erg efficiënt algoritme vond voor partitieverfijning was
Hopcroft [Hop71] en dit werd later aangepast voor grafen [CC82] en gela-
belde transitiesystemen [PT87].

Coalgebra

Zoals in de samenvatting aangekondigd is er recentelijk een nieuw algoritme
voor partitieverfijning [JW23]. Dit algoritme komt uit de abstracte theorie
van coalgebra. Dit is een overkoepelende theorie over toestanssystemen
(denk aan automaten, toestandsdiagrammen, enzovoorts).

Een graaf kunnen we ook zien als toestandsdiagram. Elk punt is dan een
toestand, en de transities leiden naar de punten die verbonden zijn met een
lijn. Een graaf is dan niet meer gegeven als (V, E), maar als een functie
V → P(V), die voor elk punt verteld wat de verbonden punten zijn.

Partitieverfijning is een zeer bekend begrip in de theorie van coalgebra en
wordt veel gebruikt bij, bijvoorbeeld, model checking [BK08].
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